Calcul numérique et algébrique Dans R
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I Les différents ensembles de nombres

Définition: e L’ensemble des nombres entiers naturels : 0; 1; 2; 3, ... est noté IN.
o L’ensemble des nombres entiers relatifs : ...;-3;-2;-1;0;1; 2; 3; ... est noté Z.
e L’ensemble des nombres décimaux : -5,67;-2; 0,4 ; 1,217, ... est noté ID. Les nombres

décimaux sont les nombres qui peuvent s’écrire sous la forme , avec a et n des

‘ 107
entiers.
, ) 3 185 ,
e [’ensemble des nombres rationnels : —3 ; I s 2, ..., est noté Q. Les nombres
a
rationnels sont les nombres qui peuvent s’écrire sous la forme 7 ou a et b sont des

nombres entiers, avec b non nul.

e L’ensemble de tous les nombres s’appelle ’ensemble des nombres réels ; on le note IR.
L’ensemble des nombres réels est ausst [’ensemble des abscisses des points d’une droite
graduée.

Exemple Compléter le tableau suivant : si le nombre appartient a I’ensemble de nombres, le réécrire
sous une forme adaptée, sinon mettre une croix dans la case.
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Notation:
— Le Symbole “€” signifie “appartient a”, par exemple 11 € IN; 11 € ID ; 7 € IR.
— Le symbole “C7 signifie “est inclus dans”, par exemple N C Z.

Propriété: NCZcCcDcCcQCR
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Donner la nature d’'un nombre, c’est donner le plus petit ensemble de nombres auquel il appartient.

Exemple : ¢ —52c R, —5,2€Q, —5,2€ DD, et —5,2¢ Z, donc —5,2 est un nombre décimal.
5

)
°3 elR, gQ , mais 3 ¢ 1D, donc 3 est un nombre rationnel.

II Multiples, diviseurs et nombres premiers

1 Multiples et diviseurs

Définition: Pour a et b deuxr nombres entiers tels qu’il existe un nombre entier k avec a = kb, on
dit que a est un multiple de b ou encore que b est un diviseur de a.

Exemple 30 = 6 x 5 donc 30 est un multiple de 6, et 6 divise 30.
On a aussi que 30 est un multiple de 5, et 3 et 2 (car 6 = 3 x 2).

Les diviseurs de 30 sont donc 2, 3 et 5, et aussi 1 et 30!

Définition: Un nombre entier n est
— pair lorsque qu’il existe un entier p tel que n = 2p.
— empair lorsque qu’il existe un entier p tel que n = 2p + 1.

Exemple 62 = 2 x 31 est pair, tandis que 11 = 2 x 5+ 1 est impair.

2 Nombres premiers

Définition: On appelle nombre premier tout nombre entier qui a exactement deux diviseurs : 1 et
lui-méme.
Exemple : 11 = 11 x 1, n’est divisible que par 1 et lui-méme : 11 est un nombre premier.
63 = 7 x 9 n’est pas un nombre premier.

Remarques :

— 0 et 1 ne sont pas des nombres premiers : tout nombre divise 0, tandis que seul 1 divise 1.
— 2 est le plus petit nombre premier, et c’est le seul qui soit pair.
— Les nombres premiers inférieurs a 20 sont : 2, 5, 7, 11, 13, 17, 19
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Propriété: Tout nombre entier non premier plus grand que 2 peut s’écrire, de maniere unique,
comme un produit de nombres premiers.

Exemple : 12=2x2x3=2?2x3,42=2x3x7,600=06x 100 =2 x 3 x (5 x 2)? =23 x 3 x 52

Activité : Carrelage d’une piece

On souhaite carreler une piece rectangulaire de longueur L=462 m et de largeur 1=70 m, a 'aide
de carrelages carrés. On souhaite de plus utiliser le plus petit nombre possible de carrelages, ou, en
d’autres termes, des carrelages de coté le plus grand possible.

Quelle est la taille de ces carrelages?

IITI Calcul numérique et algébrique sur les fractions

Propriété: Pour tous nombres réels a, b, c,

° Z:Ez%,pourbséo etc#0
b b 1
.aX_:ax :gxb:axbx—,pourc%o
c c c c

Définition: Une fraction est dite irréductible n’ont pas de diviseur commun autre que 1.

Exemple

27
— — est irréductible car 3 est le seul diviseur de 27 et 2 le seul de 4 (autre que 1).

18 2x9 9 9
1-% i 5 = 3 et 3 est irréductible.
150 2x3x5 10

- 0
B = —— = — . , . 1 .
105 3x5x7 7 et - est irréductible

1
Définition: On appelle inverse du nombre a non nul, le nombre —.
a

1
Exemple : L’inverse de 2 est 3= 0,5.

1 b
Propriété: Linverse de la fraction %, ou a et b sont des nombres non nuls, est o = —.
E—— ¢ a
b
: 1 3
Exemples : o L'inverse de — et 755
3
3 1 2 6
.§:3X§:3Xg:g
2 2
Exercice 1  Ecrire sous la forme d’une seule fraction irréductible les expressions suivantes :
5 7
5 8 T2 5 3 1 4 9 9
A=-+- B=——-- (C=24- D=44- F=45 F=5 G=- H=-
573 23 *7 "9 2 2 10 14
8 5 8 > 6 6 27
5 4 9 3 3 1 5 2 1 3
715 3 2 6 EER T+ 1 v T+2
5 6 3 3
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1 3
3z 2 37 1 1 o\t
Q=35 Ry T 93z 243z .

IV  Calcul algébrique

1 Dévelopement

Définition: Développer une expression algébrique consiste a transformer les produits de plusieurs
termes en sommes ou différences :
Pour tous nombres réels a, b, ¢, d et k, on a :

o k(a+b) =ka+ kb o k(a—0b) =ka—kb

o (a+b)(c+d)=alc+d)+blc+d)=ac+ad+bc+bd
Exercice 2  Développer les expressions suivantes, et regrouper et ordonner les termes :
A(x) =3(z+2) B(x)=-23xz—4) C(z)=—(x—6) D(x)=3—(-3z+6) E(x)=(x+2)(x+3)
F(z)=(22+2)(3z+3) G(z)=(r—2)(—2x+3) H(x)=(x+2)2z—-3) I(z)=(3—22)(3zx—-2)
J(z)=(—2+2)(-2x—-2) K(z)=bBr+2)(-2+3x) L(z)=22>—- 22+ 3)(2z — 2)

2 Carré d’un nombre

Définition: Le carré d’un nombre réel a, noté a?, est le produit de ce nombre par lui-méme :

CL2:CLXCL

Le carré de a, a?, est laire du carré de coté a.

Exemples : 32 =3x3=9; (-5)?=(-5) x (=5) = i =52 =-5x5=-25
2\ _2 2_4 2 _2x2 4
3) T3 379" 3_ 3 3
(2+1)2=02+1)(2+1)=3x3=9

Attention : En général, (a + b)? # a® + b*!

(a9 D)

Propriété: Pour tous nombres réels a et b, on a :
E— 2

o (ab)? = a®h? . (%)2 = Z_Q

Exemples : (2 x3)? =22 x32=4x9=236
(=5)?=(-1x5)*=(-1)*x5*=25
(3z)? = 3%2? = 922

5\ 52 25 6\2 62 36
o) 9 0.62=(—) = — = = 0,36
(2) 22— 47 ’ (10) 102 100

Exercice 3  Démontrer que le carré d’'un nombre pair est aussi un nombre pair.
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3 Carré d’une expression algébrique : identités remarquables

Ce sont les cas particuliers :

e (a+b)?=(a+0b)(a+b)=a*+ab+ba+b*>=a*+ 2ab+ b?
e (a—b)?=(a—"0b)(a—10b)=a*>—ab—ba+b*>=a*®—2ab+ b
o (a+b)(a—0b)=a*>—ab+ba—b*=a*— b

Propriété: e (a+b)? =a® + 2ab+ b?
o (a—10)*=a%—2ab+1?
e (a+b)(a—10b) =a*— b

(a B b) (a 8bb)? (it § b)

(a+0b)* = a® + 2ab + b (a —b)* 4 2ab = a® + b* a’ —b* = (a+b)(a—b)
Exercice 4 Développer: A= (2+3)?> B=(5-2)? C=(-2+43)? D=(-2-1)?
E:((1+3)2—1>2 Fe(z42? G=(r—3? H=(r—y? I=(r—2)x+2) 2
J=02z—-3)2x+3) K=@-2y)(z+2) L=02z+3?% M=@Br-2)?2 P= 3x+1>

Q:(%x—él) R=(z+2)2z-3)(-3z+1) S=@Br—4)32*x+2) T=(x+3)?> U=Q2x—-1)

4 Factorisation

Définition: Factoriser une expression consiste a tranformer les sommes et différences en produits.
Pour factoriser une expression, on peut soit :

e identifier un terme commun et le mettre en facteur

o utiliser une identité remarquable

Exemples :
1. 3v+2r =2(3+2) =5z
2. 60 — kv =x(6 — k)

3.3z +2)+ (+1)(z+2) = (a:+2)<3+(x+ 1)) = (24 2)(z +4)

4 2+ DBz +2) +(z+1)(z+5) = (x+ 1)((3x+2) + (x+5)) = (z+1)(4z +7)

5. 12 —9=2?—-3*= (z +3)(z — 3)

6. (30+2)°—(z+2)? = ((3x+2)+(:c+2)) <(3w+2)—(x+2)>: (dz+4)(22) = 4(x+1)(22) = Sz (z+1)
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Exercice 5 Factoriser les expressions suivantes :

Alx) = 2z = 3)(z —2) + (2 — 3)(x + 4) B(z)=(x—3)3x—7) — (x — 3)(z + 4)
Cle)=0Bx+3)(x+2)+(B3—4x)(x+2) D(x)=2x+2)B3x—3) — (z —3)(2z + 2)

E(x) = (32* + 23:')( —6) = (z+7)Bz% +2z) F(r)=(-2r+5)*+ (=22 +5)(3x —4)

G(z) = (z+2)* — H(x) = 2z + 3)? — (x — 3)* I(z) =2(z* = 9) — (z — 3)(x + 2)
Exercice 6  On considere I'expression algébrique A(z) = (3z +2)(—z + 1) — (32 + 2)(z — 2).

1. Donner les expressions développée et factorisée de A(x).

2. Calculer A(0), A(1), A(2), A(3), A(—1) et A(—2).

T+ 2 B T+ 2
20 —3 3z —2

1. Ecrire B(z) sous la forme d’une fraction dont les numérateurs et dénominateurs sont développés.

Exercice 7  On considere I'expression algébrique B(x) =

2. Ecrire B(z) sous la forme d’une fraction dont les numérateurs et dénominateurs sont factorisés.

3. Caleuler B(0), B(1), B(~1), B(2), B(—2), B (1) B (2) B (5)

2 3 2
. . L, . 6x + 12
Exercice 8 Ecrire sous la forme d’une seule fraction irréductible : a =
1, z 2?4z
b:x2+2x T I 9t 6:2(a;+1)—(x—3)(9c+1) foa=3
2?2+ 3z 3z x  x?—3x 22+ z+1
6x + 12 2 -9

Exercice 9 Démontrer que la carré d'un nombre impair est aussi un nombre impair.

V Racine carrée

1 Définition
Définition: La racine carrée d’un nombre réel positif a, notée \/a, est le nombre dont le carré est
égal a a :
Pour a > 0, \/a est le nombre réel tel que <\/_>2 =a.
Exemples : v/9 =3 car 32 =9 ; v/121 = 11 car 11%> = 121 ;
Pour z > 0, V422 = 2z car (29&) (27) x (2z) = 42?
V2=...2 2 qui est le nombre réel tel que \/52 =2

2 Regles de calcul sur les radicaux

Propriété: Soit a et b deuxr nombres positifs, alors :

o Vab=aVb

Mais, comme pour les identités remarquables, va + b # \/a + Vb, et Va — b # Va — V.
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Exemples: o vOx 16 =1v9xv16=3x4=12

St R EE

¢ V2(V2+VR) =v2 + V2B =2+/16 =2+4=6
e VO+16=v25=5#V9+V16="7

Exercice 10  Simplifier I'écriture des nombres suivants :

— V2T x5vV6: B=TVT5-2V12: C = 2v5+/0,0045 D:(11\/5—5¢ﬁ)<11\/5+5\/ﬁ)

Exercice 11 1. Calculer le nombre X = /10 — v/84 + /10 + /84 & la calculatrice.

1. Développer X2, puis en déduire X, et retrouver le résultat précédent.

2. Meémes questions avec Y = \/3—1— V5 — \/3— V5et Z = \/15— V216 + \/154—\/216.

Exercice 12 1. Soit X = /24 — /6. Calculer X2, puis en déduire la valeur de X.
2. Soit X = /50 — /8. Calculer X2, puis en déduire la valeur de X.

3 Meéthode pour rendre entier un dénominateur comportant une racine carrée

2 1 1
V3T 24V5 V215

Méthode 1 : Le dénominateur est un produit ayant pour facteur v/a (avec a positif) : on multiplie

Exemple : Ecrire les fractions sans racine carrée au dénominateur :

le numérateur et le dénominateur par y/a, et on utilise la regle (\/5)2 =a.

T T VTG
35 3v5 V5 15

Méthode 2 : Le dénominateur est une somme dont les termes contiennent une racine carré,

Exemple :

1. Sile dénominateur s’écrit a + v/b, on multiplie le numérateur et le dénominateur par a — /b

2. Si le dénominateur s’écrit /a + Vb, on multiplie le numérateur et le dénominateur par

va—Vb.
xemples : 5 _ 3x(2-V3) _ _
premples 5 (2+v3) x 2 v3) e
6 _ _ 6x(v6+v? 6(v5+v2) _

5-VE (E-vA)(WE+vD) 3 R

Exercice 13  Ecrire les nombres suivants sous forme d’une seule fraction sans radicaux au dénominateur :

N S T S SR BV,
2v/3 3VT 245’ 1++/10 V2+/37 V2+/5

o= 2 . p-_3 . L2483 jzl—\/i. R S
4-2' 42 -3 2—+/3" V2 -3 2-v2 2++2
1 3 _\/gzv \/§x _, 3 Vr 14z

= = = + = m=-—=—-—= n = - T = 4 - T — =
V2-2 ' 3 V2 B Vit YT ari- e
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V1 Puissance d’un nombre

1 Regles de calcul sur les puissances

Définition: Si a est un nombre et n un entier naturel non nul, on appelle puissance n-iéme de a, le

nombre a” = a x a X --- X a. On pose, pour a # 0, at=—.
N > a

-
n termes

Par convention, on pose a® = 1, pour tout nombre a non nul.

2 4 2 1 1
Exemple : 3*=9; 2*=2x2x2x2=16; 2 =52 =]
(—3)2:(—3)><(—3):9; —3?2=-3x3=-9
3 x3F=3x-x3x3x:-x3=3x--x3=3
4 t;r,mes 5 t;r,mes 9 te‘rrmes
5\ 5 5 52
_ _ 9. 3 _ _ a3
1 4x-- 4
U d2 = gp x — = 2T A4 = 43
42 4 x4

Propriété: Sia et b sont des nombres et n et m des entiers relatifs, alors
° an X am — an—l—m

e a" X V"= (axb)"

() =%

° (an)m — CLn><m

2\* 28 3
Exemple : 23 x 22 =2%: 57 x 574 =53 (_> - _ >

5) 53 125
Exercice 14  Simplifier les expressions suivantes : A =a? xa® xa™® B=axa® C= %
T
(3x)? 3 il g3 a’b~* 16~ x 32! 4
D:W E:(CL2) X a F:(Cl5b) X ab G:a_5b_2 H:W I:(—Ql’)
95 _~\3 —4 b3 (0213 p1 2
J =222 x5xrx3 %0 K= X (=6)" x 3 L="2 la —2(a )
—972 x 874 (ab?)”" ab

Exercice 15 On sait que b = 5,832 et b® = 18, 89. Sans calculer b, calculer b? et 0°. En déduire b.

2 Cas des puissances de 10

Propriété: Sin est un entier naturel,

1
10"=10x10x---x10=100--- t, 100" =—=0,00---01
0 10 x Oi x 10 00/0,6, 0 Ton ,
n fois n Zeros n 2éros

Ex : 102 =100; 10° = 100000; 10~* = 0,1; 10~* = 0,000 4
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Exercice 16  Ecrire sous la forme d’une puissance de 10 :

1003 _ (0,001)%(~10000)° ~_ (0,0001)~*(10000)°(~0,001)"

I =10007x0,01%; J=

0,19 x 100003 ° 0,00 (10 x 0,013)4

3 Ecriture scientifique

Propriété: Tout nombre réel r peut s’écrire sous la forme r = £M x 10", ou M est un nombre
décimal tel que 1 < M < 10, et n est un entier relatif.
Cette écriture s’appelle l’écriture scientifique du nombre r.

Exemple : 126 = 1,26 x 102, 232519 = 2,325 19 x 10°, 0,000 0536 = 5,36 x 107>
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